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‘Ohne Sinnlichkeit wiirde uns kein Gegenstand gegeben, und oh-
ne Verstand keiner gedacht werden. Gedanken ohne Inhalt sind
leer, Anschauungen ohne Begriffe sind blind. Daher ist es eben
so notwendig, seine Begriffe sinnlich zu machen (d.i. ihnen den
Gegendstand in der Anschauung beizufiigen), als, seine Anschau-
ungen sich verstindlich zu machen (d.i. sie unter Begriffe zu
bringen). Beide Vermdgen, oder Fihigkeiten, konnen auch ihre
Funktionen nicht vertauschen. Der Verstand vermag nichts an-
zuschauen, und die Sinne nichts zu denken. Nur daraus, dafl ste
sich vereinigen, kann Erkenntnis entspringen.’

— Immanuel Kant, Kritik der reinen Vernunft B 76

1 Einleitung in das Thema

In dieser Arbeit soll im Zusammenhang mit der Programmierung eines Funktionen-
plotters die Problematik und Anwendung der Visualisierung von Funktionen einer
komplexen Verinderlichen (im folgenden verkiirzt ‘komplexe Funktionen’ genannt)
untersucht werden. Dabei werden - nicht zuletzt mit Blick auf die vielféltigen Aspek-
te des Mathematiklehrerberufes - verschiedene mathematische und auflermathema-
tische Bereiche angeschnitten: Didaktik und Visualistik, Informatik, Reine Mathe-
matik, Numerik sowie Analyse und Anwendung von Computer-Algebra-Systemen
(CAS).

Die Unterteilung der Arbeit nach logischen Gesichtspunkten entspricht dabei ihrer
chronologischen Gliederung in verschiedene Entwicklungsphasen:

1. Didaktik und Visualistik: Problematik der Darstellung komplexer
Funktionen
Nachdem die Frage nach dem wissenschaftlichen Sinn und Nutzen graphi-
scher Darstellungen iiberhaupt behandelt worden ist, werden die verschiede-
nen Moglichkeiten der Darstellung von Graphen komplexer Funktionen ana-
lysiert und gegeneinander abgewogen.

2. Informatik: Objektorientierte Programmierung eines Funktionen-
plotters in Java
Durch Entwicklung einer Java-Klassen-Bibliothek, die die Konstruktion, Be-
rechnung und Darstellung von komplexen Funktionen erlaubt, wird anhand
eines Baukastensystems ein flexibler und vielseitiger Funktionenplotter pro-
grammiert, dessen Spezifikation den in 1. gewonnenen Erkenntnissen Rech-
nung trigt. Dabei werden u.a. unabhingige Entwurfsmuster einerseits und
die technischen Eigenheiten und Idiome der Programmiersprache Java ande-
rerseits berticksichtigt.

3. Reine Mathematik: Berechnung der Riemannschen (-Funktion
Exemplarisch fiir eine Erweiterung der Programmbibliothek soll daraufhin die
Riemannsche (-Funktion berechnet und dargestellt werden. Um dies zu be-
werkstelligen, wird zunéichst mit Hilfe der Euler-MacLaurin Summenformel
eine numerisch hinreichend approximierende Berechnung implementiert.

4. Numerik: Betrachtung von numerischer Genauigkeit und Zeitver-
halten
Das numerische Verhalten der Implementation bedarf einer genaueren Unter-
suchung hinsichtlich Genauigkeit und Laufzeitverhalten. Dabei wird ein er-
laubter absoluter Fehler vorgegeben, und anhand von Abschitzungen werden



verschiedene Optimierungsmoglichkeiten beziiglich Konvergenz und Berech-
nungszeit analysiert.

5. Analyse und Anwendung von Computer-Algebra-Systemen: Ver-
gleich des Funktionenplotters mit dem CAS MuPAD
Es sollen dann der Funktionenplotter mit dem an der GHS Paderborn ent-
wickelten CAS MuPAD verglichen werden und in einem Ausblick Moglichkei-
ten der Kommunikation zwischen beiden diskutiert werden.

2 Problematik der Darstellung komplexer Funk-
tionen

2.1 Wozu graphische Darstellung komplexer Funktionen?

Der Korper der komplexen Zahlen ist im streng abstrakten Sinne lediglich eine
Menge, deren Elemente beziiglich algebraischer Operationen bestimmten Regeln
unterworfen sind. Es stellt sich damit in der Tat - verallgemeinert - die Frage nach
den Vorteilen einer graphischen Darstellung von algebraischen und analytischen
Strukturen. Visualisierung bedeutet ja stets eine Reduktion abstrakter Eigenschaf-
ten auf konkrete (nfimlich auf die Kantsche Anschauungsraumzeit):' Im Hinblick
auf die potentielle Vielfalt der Interpretationen eines formalen Zusammenhangs setzt
das Bild Parameter ein, nimmt eine Perspektive ein und vollzieht damit Vereinfa-
chungen. Es ist dagegen gerade die Stirke der Mathematik, durch ihre Abstiitzung
auf das Formale einer scheinbar beliebigen Vielfalt an Interpretationen offenzuste-
hen. In rein informationstheoretischer Hinsicht kann also das Bild gegeniiber der
Formel nur einen begrenzteren Einblick in einen mathematischen Zusammenhang
darstellen. Auch historisch-faktisch erscheint die Verlagerung mathematischer Sach-
verhalte auf die Anschauungsebene ein Riickschritt gegeniiber der mit Descartes’
analytischer Geometrie begriindeten Tradition der Algebraisierung geometrischer
Darstellungen.?

Die Vorteile des Bildes gegeniiber der Formel treten jedoch hervor, wenn man
den mathematischen Zusammenhang nicht losgelost vom Modus des Mathematik-
Treibens und diesen wiederum nicht losgelést vom Mathematik-Treibenden selbst
betrachtet, sondern die Notwendigkeit der Einheit aus Mathematik und mathemati-
schem Verstehensprozel annimmt: Wahr ist in der Mathematik nur, was bewiesen,
also auf die Logik reduziert worden ist. Die Stimmigkeit der Logik selbst 148t sich
jedoch nicht mehr beweisen, sondern bedarf ihrerseits der unmittelbaren Intuition
des Individuums als Rechtfertigung.® Das Verstindnis von Mathematik als Kon-
struktionsprozefl begriindet insofern auch ihr ‘historisches Element’, welches sei-
ne praktische Anwendung als didaktisches Mittel in den meisten Lehrbiichern und
-veranstaltungen findet.

Mit Blick auf die Verbindung von Mensch und Mathematik - sei sie nun philo-
sophisch oder didaktisch motiviert - kann man den Nachteil des Bildes gegeniiber
dem formalen Zusammenhang - némlich die Reduktion der Komplexitét mathema-

1vgl. [Franke 1999] S. 4-6.

2Vgl. [Gericke 1992], [Otte 1994] S. 361-363.

3Es ist die grundlegende These der neueren Wissenschafts- und Erkenntnistheorie, dafi der
fiir die Geisteswissenschaften konstitutive hermeneutische Zirkel in Minimalform auch von den
‘exakten’ Wissenschaften beriicksichtigt werden muf}. Er duflert sich z.B. in der Physik in der
Formulierung der Quantentheorie, in der Mathematik zeigt er sich in der Unbeweisbarkeit der
Widerspruchsfreiheit hinreichend komplexer axiomatischer Systeme. Vgl. [Otte 1994] v.a. 307-336,
[Weizsdcker 1993] S. 113-122, [Hofstadter 1991].



tischer Beziehungen - in einen Vorteil wenden:* Von den zahllosen Aspekten, die
eine algebraische Formulierung impliziert, werden einige wenige in der Anschauung
dargestellt. Der verstehensférdernde Nutzen besteht also darin, durch Reduktion
Orientierung zu ermoglichen.®

Die Reduktion eines formalen Zusammenhangs auf wenige, innerhalb einer Be-
trachtungsweise ‘wesentliche’ Aspekte kann natiirlich statt visuell auch auf formale
Weise geschehen: etwa durch Betrachtung von Spezialfiillen, durch Einsetzen kon-
kreter Zahlen oder durch Nennung von Beispielen.® Versteht man aber einerseits
mit der Lernpsychologie Lernen als Prozef3, der die gesamten Rezeptionsmdglich-
keiten des Menschen in Anspruch nehmen soll” und andererseits wissenschaftliche
Objektivitiit als Invarianz unter beliebig grofier ‘Variation der Perspektive’®, so
wird klar, dafl der Prozef des Erlernens eines wissenschaftlichen Sachverhaltes ge-
nau dann optimal verliuft, wenn er durch moglichst verschiedenartige Reize und
Aspekte ausgelost und unterstiitzt wird. H.-W. Franke, dessen Hauptarbeitsgebiet
im Bereich der Computergraphik liegt, kommt in seinen Untersuchungen zu ver-
gleichbaren Ergebnissen und stellt dabei die intuitive Uberlegenheit der visuellen
Erfassung heraus:’

’Ein bedenkenswerter Hinweis zur Problematik kommt von den Wahrnehmungspsychologen. Aus ih-
rer Sicht stellt sich die Aufgabe, bestimmte Zusammenhinge, Aufgaben oder Probleme mathematischer
Natur so zu verschliisseln, dafl sie moglichst klar ausgedriickt werden. Wenn man will, kann man den
grofliten Teil der Mathematik sowieso als eine Fiille von Tautologien ansehen, und die Tatsache, daf
wir iiberhaupt Mathematik betreiben, liegt in der Unzulédnglichkeit des menschlichen Intellekts, der sich
stets nur auf Teilaspekte konzentrieren kann und die groflen Zusammenhinge prinzipiell nicht erkennt.
Es kommt dann darauf an, welches Kodierungssystem der menschlichen Einsicht am besten angemessen
ist. Diese Einsicht beruht zum groflen Teil auf der Sinneswahrnehmung und der Datenverarbeitung der
einlaufenden Reizmuster im Gehirn. Und es ist eine Tatsache, dafl der Mensch ein Augenwesen ist, daf
also der grofite Teil der Datenanalyse der visuellen Auslese gewidmet ist. Hier liegt der entscheidende
Unterschied zwischen der Formel und dem Bild: Sind wir mit einer Formel konfrontiert, dann miissen
wir den grofiten Teil der Denkkapazitit ihrer Interpretation widmen. Bei der Konfrontation mit einem
Bild dagegen erfolgt die Interpretation in Form von Gestaltbildungsprozessen unterbewuft und wird
dem Bewufitsein dadurch unmittelbar zugénglich - und die Denkkapazitdt kann dann auf weiterfiihrende

Aufgaben angewandt werden.’'°

Wir werden im folgenden Unterkapitel weiter auf die wahrnehmungspsychologi-
schen Aspekte des Erfassungsprozesses eingehen.

Exkurs: Vermutungen
Ich will die Bedeutung von Veranschaulichungen fiir die mathematische Praxis
im folgenden noch an einem kurzen Beispiel beleuchten.

4Tatsichlich ist die eine wesentliche Dimension der Didaktik die der ‘Reduktion’; vgl.
[Meyer, Jank 1991] S. 80-84. Mit der zweiten, der der ‘Inszenierung’ beschiftigen wir uns im fol-
genden Unterkapitel.

5Tn der Fachdidaktik wie in der Wissenschaftstheorie wird das Wissen haufig auf die komplemen-
téren Begriffe ‘Orientierungswissen’ und ‘Verfiigungswissen’ projiziert. Vgl. z.B. [Muckenfufl 1995]
S. 58-72. Die allgemeine Didaktik verwendet hingegen das geldufigere Begriffspaar ‘Bildung’ und
‘Fachwissen’, wobei man mit [Otte 1994] S. 19-46 das Verhiltnis der beiden Paare als gleichwertig
ansehen kann.

6In diesem Zusammenhang fillt mir spontan das Bonmot eines Hochschullehrers ein, demnach
es ohne die Funktion % ‘keine Funktionentheorie gibe’.

"In der Mathematikdidaktik z.B. wird dieser Zusammenhang oft mit den Arbeiten von J. Bruner
verbunden. Vgl. [Tietze et al. 1997] S. 55ff, [Fiihrer 1997] S. 248ff.

8[Otte 1994] S.28

9Vgl. auch [Gibson 1973] S. 80.

10[Franke 1999] S. 48



Die wohl fruchtbarsten Prozesse in der Geschichte der mathematischen Forschung
sind durch die Formulierung von Vermutungen entstanden, deren Beweis nicht so-
fort erbracht werden konnte. So hat beispielsweise die Vermutung, Euklids fiinftes
Axiom, das ‘Parallelenaxiom’, sei durch die iibrigen vier Axiome beweisbar, iiber
1500 Jahre die Mathematiker beschiiftigt und letztlich zur Nichteuklidischen Geo-
metrie geftihrt und damit - durch die Loslosung der Geometrie vom unmittelbaren
Anschauungsraum - den Wandel zur modernen ‘Strukturmathematik’ eingeleitet.!!
Genauso 1483t sich die moderne Algebra vom Ausgangspunkt klassischer geometri-
scher Probleme (des Wiirfelverdopplungsproblems, der Konstruktion regelmifliger
N-Ecke, der Quadratur des Kreises) aus motivieren und entwickeln.!? Die Liste
der Befruchtung der Mathematik durch leicht erfaibare Probleme liefle sich noch
weiter fortsetzen (z.B. die Fermatsche Vermutung, das Vierfarben-Problem, etc.);'3
es diirfte aber einleuchten, dafl einfach formulierbare - und damit leicht kommuni-
zierbare - Probleme eine grofie Biindelungskraft mathematischer Bemiihungen und
damit reichhaltige Resultate zur Folge haben.

Eine der Vermutungen, die zu dieser Liste gehtrt und die dariiber hinaus eine wich-
tige Beziehung zwischen analytischer und algebraischer Mathematik herstellt, ist
die seit tiber 100 Jahren unbewiesene Riemannsche Vermutung. Sie besagt, daf§ die
‘nichttrivialen’ Nullstellen der Riemannschen ¢-Funktion (s. Kapitel 4) allesamt auf
der kritischen Geraden Rz = % liegen. Die Riemannsche (-Funktion steht in histo-
rischem Zusammenhang mit dem Beweis des Primzahlsatzes, wie im folgenden kurz
angedeutet werden soll.

Die Riemannsche (-Funktion wird im allgemeinen definiert durch

) = Yo

n=1

Daraus ergibt sich mit der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung fiir jede Zahl n

— 1 11 1
) = Y —~=1I <1+_+T+T+"')
ot ns i p® p2s p3s
- 11 1

p€eP 1- p—s
Bildet man von diesem Term nun die logarithmische Ableitung C’((:)), so erhilt man
eine Reihe, die eng mit der Primzahlen zihlenden Funktion 7(z) := > ., 1 ist.
Der Primzahlsatz (bewiesen erstmalig 1896 durch de la Vallée de Poussin und Ha-

damard) besagt

lim (@) = 1 (1)
T—00 Tog@

Im Zuge des Beweises dieses Satzes mufl nun ein Term, der die logarithmische
Ableitung der (-Funktion enthilt, fiir eine Abschétzung parallel zur imaginiren
Achse integriert werden. Man erkennt dabei, dal die Kenntnis der Nullstellen von

¢(s) (und damit die der Pole von CCI((:))) wesentlich fiir eine Abschitzung fiir w(z)

ist.!* Genauer gesagt ist - hier allein als Ergebnis angefiihrt - die Riemannsche
Vermutung dquivalent zu der Vermutung, da8 fiir die Differenz r(z) zwischen w(z)

11ygl. [Koecher, Krieg 1993] S. 4-14, [Hofstadter 1991] S. 96-103, [Otte 1994] S. 361-363.
12Dies tut z.B. [Lorenz 1992].

13Vgl. die Auflistung unter [MT 1999]

14ygl. [Wolfart 1996] S. 9-11, [Rademacher 1973] S. 88-116, [Freitag, Busam 1995] S. 427-454.



Die (-Funktion als analytische Landschaft mit Blick auf die kritische Gerade: Links der
(abgeschnittene) Pol bei z = 1, daneben drei der nichttrivialen Nullstellen. Die dem
Beobachter zugewandte Schnittlinie wird durch {(3 + ti) gebildet.

und dem Integrallogarithmus Li(z) = [; dt gilt:

r(z) := |Li(z) — n(z)| = O(v/zlogz). (2)
Diese Abschitzung wire gegeniiber den bislang bewiesenen!® ein grofier Fortschritt
in der Berechnung der Auftrittswahrscheinlichkeit von Primzahlen in einem vorge-
gebenen Intervall.
Es ist nun weitaus zu optimistisch gedacht, dal man durch blofles Betrachten des
Graphen der Riemannschen (-Funktion zu einer Beweisidee der Vermutung gelan-
gen kénnte; absurd ist hingegen nicht die Vorstellung, anhand des Funktionsgraphen
‘kleinere’ Vermutungen aufzustellen und zu versuchen, diese entweder zu beweisen
oder sie in einen Zusammenhang mit der Riemannschen Vermutung zu bringen.
Z.B. konnte man die den nichttrivialen Nullstellen in einer analytischen Landschaft
entspringenden ‘Rinnen’ untersuchen und dariiber nachdenken, ob ihnen eine Eigen-
schaft innewohnt, die sich von den Nullstellen bis in den einfacher zu bearbeiteten-
den Bereich rechts des kritischen Streifens fortpflanzt. Natiirlich sind von dieser Art
der Vorgehensweise keineswegs schnellere Ergebnisse im Hinblick auf einen Beweis
der Riemannschen Vermutung zu erwarten als von den bislang erprobten Methoden,
aber die Orientierung an der graphischen Darstellung wiirde nicht nur das Problem
plastischer (und damit eindringlicher) darstellen, sondern auch seine Komplexitit
einem weiteren Publikum er6ffnen.
Damit nun ein solches Vorhaben Aussicht auf Erfolg hitte, miifite der Betrachter
allerdings entweder bereits einen Grofiteil der mathematischen Kenntnisse in ‘gra-
phisch kodiertem’ Wissen vorritig haben, oder aber in der Lage sein, anschauliche
und mathematische Eigenschaften einer Funktion ineinander {iberzufiihren. Diese
Art der Vorgehensweise wiirde geleitet aus der Perspektive der Mathematikdidak-
tik, in der Darstellung und symbolische Form einer mathematischen Struktur als
die komplementiren Aspekte einer hoherliegenden Einheit gesehen werden.'®

Als Fazit dieses Unterkapitels 148t sich nun also sagen: Eine graphische Darstel-
lung ist ein erweiternder Aspekt der algebraischen Formalstruktur mathematischer
Zusammenhinge, der informationstheoretisch nicht notwendig ist (und damit im
Rahmen eines praktizierten Informationsminimalismus in der Mathematik hiufig
als entbehrlich betrachtet wird); in Bezug auf den Mathematik konstituierenden

15Vgl. [Weisstein 1998]

16Die ‘analoge’ Denkweise ist demnach der ‘digitalen’ ebenbiirtig, es kann aber keine der beiden
die andere ersetzen:
‘Bruner hebt die Wichtigkeit des intuitiven Denkens fiir das Problemlésen hervor und meint damit
in erster Linie das Arbeiten mit bildhaft analogen Représentationen. Wahrend unserer langjahrigen
Beobachtung der Problemldseprozesse von Schiilern und Studenten hat sich eine zeichnerisch-
graphische Problemstellung als besonders effektiv erwiesen. Ikonische Darstellungen kénnen aber
auch Fehlvorstellungen nach sich ziehen.’ [Tietze et al. 1997] S. 55. Vgl. auch [Otte 1994] S. 370fF.



Erklarungs- und Verstehensprozel aber sind Abbildungen auf die Anschauungs-
raumzeit als Komplement abstrakter Formulierungen von grofier Wichtigkeit.!”

2.2 Mbogliche Darstellungsformen komplexer Funktionen

Die oben vorgenommene Bindung der graphischen Darstellung an den Erklarungs-
und Verstehensprozefl bringt uns zu der allgemeinen und wichtigsten Frage der Vi-
sualisierung: Was soll Wie dargestellt werden, um Was zu veranschaulichen? Die
erste Variable ist im Thema dieser Arbeit festgelegt. Da mir im Sinne einer Wieder-
verwendbarkeit von Komponenten an einem moglichst weiten Spektrum von Ver-
anschaulichungsmdglichkeiten gelegen ist, mochte ich die Behandlung der dritten
Variable soweit wie moglich hintenanstellen (wir werden gleich sehen, dafi dies nur
bedingt méglich ist) und betrachte im folgenden zuniichst das Wie.

Komplexe Funktionen haben als Graphen G eine Teilmenge des €2, miifiten also
ohne Informationsverlust vierdimensional dargestellt werden.'® Obwohl viele Lehr-
biicher zur Funktionentheorie in unterschiedlichem Mafle graphische Darstellungen
von Funktionen dem formalen Gedankengang beifiigen (es scheint die Faustregel zu
gelten: je moderner das Lehrbuch, desto mehr Augenmerk wird den Abbildungen
gewidmet), wird von einer Diskussion der Darstellungsmoglichkeiten zumeist abge-
sehen.'® Ich will hier daher etwas ausfiihrlicher auf diese Thematik eingehen.

Ein moglicher Schritt in der systematischen Analyse der Darstellungsmoglichkei-
ten besteht zunichst darin, sinnlich (hier: visuell) erfalbare Bereiche zu suchen,
auf deren Variablen die vier Komponenten abgebildet werden. Zu den elementaren
Wahrnehmungsgréfien gehdren dabei:

e Raumdimensionen (Linge, Breite, Hohe) als Ortsvektor (s.u.)

¢ Raumdimensionen (Lénge, Breite, Hohe) als Richtungsvektor (s.u.)
o Zeit/Bewegung

o Textur/Farbe

Die Liste liefle sich nun noch durch Operationen auf diesen Bereichen erweitern
(z.B. Geschwindigkeit als Differential des Raumes nach der Zeit), wodurch aller-
dings komplexere Wahrnehmungsgrofien?? entstehen. Ich konzentriere mich daher
im folgenden auf die oben genannten Variablen, wobei diese im einzelnen noch einer
genaueren Betrachtung bediirfen. Diese Betrachtung soll vor allem unter wahrneh-
mungspsychologischen und didaktischen Gesichtspunkten durchgefiihrt werden:

e Die Darstellung soll - im Hinblick auf das Fazit von 2.1 - gréftmogliche in-
tuitive (im Gegensatz zu: kognitiver) Erfafibarkeit garantieren. Dies tut sie
nach Darstellung der Wahrnehmungspsychologie dann, wenn sie auf eingeiib-
te Rezeptionssysteme trifft.2! Im allgemeinen bedeutet dies, eine graphische

17 Auf die gesellschaftliche Perspektive visueller Darstellung von Spezialistenwissen kann ich hier
leider nicht eingehen; die Rechtfertigung von Visualisierung als Faktor zur Integration der nach C.P.
Snow dissoziierten ‘Zwei Kulturen’ ist jedoch ebenfalls ein starkes Argument fiir eine vermehrte Er-
forschung und Anwendung graphischer Darstellungsmdglichkeiten. Vgl. [Schirra, Strothotte 1999].

18Genauer gesagt ist der Graph Teilmenge eines vierdimensionalen R-Vektorraumes, ein Infor-
mationsverlust ist dabei natiirlich bereits durch die im Rahmen der Computergraphik notwendige
Abbildung von kontinuierlichen Intervallen auf eine diskrete Punktmenge gegeben.

9Djie einzige von mir entdeckte Ausnahme ist [Freitag, Busam 1995] S. 53-57. Dort findet sich
eine Auflistung von drei Moglichkeiten der Visualisierung: transformiertes Koordinatennetz (s. u.),
Hoéhenlinienmodell und analytische Landschaft.

20Der Wahrnehmungspsychologe Gibson nennt diese ‘Variablen hoherer Ordnung’ und weist
darauf hin, daf8 ihnen erst mit fortgeschrittenem Lernprozefl Bedeutung zugemessen werden kann.
Vgl. [Gibson 1973] S. 301/302.

21Vgl. [Rock 1985] S. 82-87, S. 110ff, [Gibson 1973] S. 325fF.
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Darstellung zu wéahlen, die an bereits gebrduchliche Darstellungen ankniipft
bzw. eine, die moglichst nahe an der ph&nomenologischen Lebenswelt des Be-
trachters liegt.??

e Die Anordnungsrelation innerhalb der einzelnen Koordinaten (die in C ~ R?
gegeben ist), soll ebenso moglichst intuitiv dargestellt werden, um Orientie-
rung und Vergleiche innerhalb des Graphen zu ermoglichen.

e Die einzelnen Koordinaten des Definitions- und Wertebereiches sollen un-
tereinander in einem gréfleren wahrnehmungspsychologischen Zusammenhang
stehen als zwischen den Bereichen (Beispiel s.u.).

2.2.1 Raumdarstellung mit Ortsvektoren

Die Darstellung eines Wertes durch einen Ortsvektor im Raum & = (z1,z2,z3) ist
vor allem aufgrund der stirksten intuitiven Wirkung wohl die verbreiteteste Art
der Visualisierung; deshalb soll dieser hier auch die detaillierteste Untersuchung
gewidmet werden. Die Darstellungen reichen von eindimensionaler Variation (Bal-
kendiagramme: A ~ Az, Tortendiagramme: A ~ Agp etc.) iiber zweidimensionale
(Graphen reeller Funktionen zo = f(x1)) bis zur Ausnutzung aller drei Raum-
dimensionen, deren einfachster Fall die Abbildung eines Funktionsgraphen auf ein
‘Gebirge’ im R? ist. In Bezug auf komplexe Funktionsgraphen bilden die drei Raum-
dimensionen zunéchst einen unbefriedigenden Darstellungsraum, da die fehlende Di-
mension durch einen zusétzlichen eindimensionalen Variablenbereich geliefert wer-
den muf}. Dieser Bereich (der ebenfalls eine elementare Wahrnehmungsgréfie sein
sollte) hat jedoch gegeniiber den drei Raumdimensionen wahrnehmungspsycholo-
gisch einen herausgehobenen Status. Als konkretes Beispiel fiir diese Problematik
kann man sich die Visualisierung im dreidimensionalen Raum mit einer Farbe als
zusitzlichem Darstellungsparameter vorstellen, wobei man die (z1,z2)-Ebene fiir
die Darstellung des Definitionsbereiches verwendet, den Realteil des Bildes Rf(z)
in der z3-Achse auftrigt und den Imaginiirteil Sf(z) einem Farbwert an dem je-
weiligen Punkt zuordnet. Eine solche Darstellung wiirde intuitiv betrachtet z und
Rf(z) in einen engeren Zusammenhang riicken als ®f(z) und $f(z), was nicht wiin-
schenswert ist.

Analytische Landschaft und Koordinatennetz-Darstellung

Das Problem wird zumindest teilweise dadurch gelést, dal man nicht f(z) abbil-
det, sondern |f(z)| oder |f(2)|? auf der dritten Raumdimension iiber der komple-
xen Ebene auftrigt, beide Darstellungsarten werden im allgemeinen als ‘analytische
Landschaft’ bezeichnet.?? Diese Art der Darstellung 148t nun zwar verschiedene Ei-
genschaften der Funktion unsichtbar werden (so etwa das in der Funktionentheorie
fundamentale Kriterium der Holomorphie), es bleiben aber Nullstellen und Pole (bei
hinreichend ‘gutartigen’; z.B. meromorphen, Funktionen) sichtbar.

Die Holomorphie einer Funktion dagegen 148t sich auf eine andere Art und Wei-
se veranschaulichen: Die Abbildung eines transformierten Koordinatennetzes in der

22Im besonderen bedeutet dies, Darstellungen in Lehrbiichern zur Funktionentheorie zu betrach-
ten und zu vergleichen bzw. die lebensweltlichen Anschauungsformen, seien sie nun natiirlich (z.B.
riumliches Denken) oder kulturbedingt (z.B. Informations-Graphiken in Fernsehen und Zeitung,
etwa zu Wahl- und Umfrageergebnissen) zu untersuchen. Natiirlich kann dies im Rahmen dieser
Arbeit nur stichpunktartig geschehen.

231ch verwende diesen Terminus im folgenden fiir die Darstellung von |f(z)|2. Die Abbildung als
analytische Landschaft wird in z.B. in [Fischer/Lieb 1994] gegeniiber anderen Darstellungsarten
bevorzugt. Auch in [Freitag, Busam 1995] finden sich mehrfach Abbildungen dieser Art.
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Darstellung einer Funktion als analytische Landschaft (mit abgeschnittenen Polen)

zweidimensionalen Ebene. Dabei wird im Definitionsbereich ein rechteckférmiges,
achsenparalleles Netz aus Koordinatenlinien gebildet und das Bild dieses Netzes
unter einer Funktion f in der Werte-Ebene betrachtet. Sofern f nun in dem be-
trachteten Gebiet holomorph ist, sind die Winkel zwischen je zwei Linien im De-
finitionsbereich und zwischen ihren Bildern identisch. Man spricht dabei auch von
(lokaler) ‘Konformitét’.?* Die zweidimensionale Darstellung eines transformierten
Netzes hat allerdings wiederum den Nachteil, daf nicht injektive (und damit so
gut wie alle im Rahmen der Funktionentheorie interessierenden) Funktionen sich
nur in stark eingeschrinkten Gebieten eindeutig visualisieren lassen. Zudem geniigt
diese Art der Darstellung nur in geringem Mafle der Forderung nach einer intui-
tiv vermittelten Anordnungsrelation. Da lediglich benachbarte Knoten im Urbild
auf benachbarte Knoten im Bild abgebildet werden, ansonsten aber fast beliebige
Drehungen und Verzerrungen des ‘Netzes’ mdglich sind, ist es hdufig nicht auf den
ersten Blick erkennbar, welchem Definitionswert ein Funktionswert zugeordnet ist
- man ist, nicht zuletzt aus der reellen Analysis, stets Graphen und Graphiken ge-
wohnt, in denen die Koordinaten auf geraden Achsen aufgetragen werden und wo
die intuitiven Metaphern “je weiter rechts, desto mehr x” und “je weiter oben, desto
mehr y” gelten.

Wir haben damit zwei verschiedene Visualisierungsstrategien, die verschiedene Aspek-
te von komplexen Funktionen zu veranschaulichen in der Lage sind. Es gilt also bei
der Auswahl der Darstellung die Frage nach dem zu veranschaulichenden Was er-
neut in den Vordergrund zu riicken, da sie vom Wie in diesem Fall offenbar nicht
zu trennen ist.

2D- vs. 3D-Darstellung
Eine weitere Frage, die durch den Vergleich der oben beschriebenen Abbildungs-
moglichkeiten aufgeworfen wird, ist die nach der Anzahl der zu verwendenden raum-

24Die Darstellung von Funktionen als transformiertes Koordinatennetz wird in den meisten Lehr-
biichern der Funktionentheorie fiir verschiedene Beispiele verwendet, in [Herz 1996] werden sogar
Ubungsaufgaben gestellt, in denen das Bild eines Quadranten oder Streifens unter der Abbildung
durch eine spezielle Funktion eingezeichnet werden muf}. Die dieser Darstellung zugrundeliegende
geometrische Lesart der Funktionentheorie ist die von Bernhard Riemann, der holomorphe Funk-
tionen in erster Linie als konforme Abbildungen zwischen Riemannschen Flichen betrachtet. Vgl.
[Remmert 1992] S. 3, S. 57-71.
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Darstellung einer (holomorphen) Funktion als transformiertes oordinatennetz

lichen Dimensionen. Zunichst erscheint - angesichts unserer dreidimensionalen Le-
benswelt - eine dreidimensionale Abbildung anschaulicher als eine zweidimensionale.
Die raumliche Darstellung verliert aber an Attraktivitdt, wenn man folgendes be-
denkt:

Erstens sind die gebriuchlichsten visuellen Schnittstellen zum Menschen selbst
nur zweidimensional (Computermonitor, Fernseher, Papier).?> Dreidimensionale Er-
weiterungen wie z.B. Shutter-Brillen sind hingegen teuer und aufwendig im Ge-
brauch. Die riumlichen Abbildungen wiirden fiir gewshnlich also ihrerseits wieder
auf ein zweidimensionales Sichtgerét projiziert, was eine Orientierung erschwert (der
in virtuellen 3D-Welten hiufig vorkommende Orientierungsverlust ist als os in

a e-Phéinomen bekannt?%). Dem ist allerdings entgegenzuhalten, dafi eben auf-
grund der hiufig anzutreffenden Projektion von rdumlichen Darstellungen (diese
beginnen bereits mit der Entdeckung der Perspektive in der spétgotischen Malerei
und enden vorerst mit dem Fernsehen und der stark zunehmenden Entwicklung und
Verbreitung von 3D-Computerspielen), der Mensch durch die Alltagskultur in stets
steigendem Mafle an diese gewthnt wird.

Zweitens ist die Berechnung von dreidimensionalen Gebilden ungleich aufwen-
diger als die von zweidimensionalen. Dies gilt vor allem bei zunehmend fotorealisti-
scher Darstellung (eine Darstellung, die nach unseren Kriterien anzustreben ist).

Es bietet sich nun als ein mdglicher Kompromify an, anstelle einer dreidimen-
sional navigierbaren Reprisentation eine ‘Aufsicht’ mit Hilfe von Héhenlinien oder
Farbiibergidngen zu wihlen. In diesem Fall wire es auch moglich, Punkte oder Be-
reiche mit der Maus anzuwdhlen und weitere Informationen iiber das Verhalten der

25Das gilt beim Computer auch fiir die Steuerungsmedien. Mit einer Maus kann man lediglich
zwei Dimensionen abfahren. Eine rdumliche Navigation sowie die interaktive Behandlung von drei-
dimensionalen Gebilden, wie z.B. das Anwihlen von Punkten im Raum ist damit zun&chst nicht
einfach losbar.

26gl. [Schliiter 1998] S. 92ff. Um dem Orientierungsverlust Abhilfe zu schaffen, kénnte man
gemif einer ‘Gkologischen Optik’ (Gibson) zusétzlich in der Darstellung einen ‘Boden’ und einen
‘Himmel’ einfiihren, ich halte dies bei rein mathematischen Objekten jedoch fiir eine etwas irre-
fithrende Metaphorik.
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Darstellung einer Funktion als  dhenlinienmodell

Funktion dort zu erhalten. Dabei wire ein Farbverlauf als Darstellungsbereich rei-
nen Hohenlinien sicherlich vorzuziehen, allerdings miifite dieser Bereich einer intuitiv
erfaflbaren Anordnungsrelation (s.u.) geniigen.

2.2.2 Raumdarstellung mit Richtungsvektoren

Vor allem in Lehrbiichern der Physik werden Funktionen der Form f : R® ™ als
Vektorfelder dargestellt, in vereinfacher Form zumeist in der Ebene (n = 2). Dabei
wird fiir ausgewihlte Werte an der Stelle (x1,x2) in der Ebene ein Pfeil der Linge

r= f(x1)? + f(x2)? unter dem Winkel ¢ = tan—! glg zur z1-Achse eingezeich-
net. Diese Darstellung dient vor allem zur Veranschaulichung der Integralsitze fiir
Vektorfelder. Diese Integralsitze tauchen in der Funktionentheorie zwar in #hnli-
cher Form ebenfalls auf, so dafl eine Darstellung im Hinblick auf die Ersichtlichkeit
der Holomorphie einer Funktion reizvoll wire. Aufgrund der Verschiedenheit von
komplexer Multiplikation und der Bildung des Skalarprodukts tragen aber in einem
durch eine komplexe Funktion gegebenen Vektorfeld so anschauliche Groflen wie
die Divergenz oder die Rotation keine mathematische Bedeutung, so dafl z.B. die
Giiltigkeit des Cauchyschen Integralsatz - und damit der Holomorphie - nicht ver-
gleichbar intuitiv dargestellt werden kann.?” Des weiteren ist zur Vektordarstellung
zu bemerken, daf§ die Lange der Pfeile r hochstens in sehr eingeschrénkter Weise
als Abbildung des Funktionswertbetrages dienen kann, da die in einer Darstellung
maximal auftretende Linge - der Ubersichtlichkeit halber - die ZellengréBe und da-
mit die Anzahl der dargestellten Pfeile bedingen sollte. Bei grofier Liinge der Pfeile
wiirde dies eine geringe Auflésung zur Folge haben.?® Aufgrund dieser Problematik
wird im allgemeinen die Linge iiberhaupt nicht dargestellt und allein die Phase
abgebildet, wodurch bei komplexen Funktionen nur noch das Verh&ltnis von Real-
und Imaginirteil des jeweiligen Funktionswertes betrachtet werden konnte.

27Vgl. aber den Zusammenhang zwischen Harmonischen (reellen) Funktionen und holomorphen
Funktionen: [Remmert 1992] S. 43-45.

28Wir werden im Unterkapitel 3.4 sehen, daf8 dieses Problem in abgewandelter Form auch bei
den anderen Darstellungsarten auftritt.
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Darstellung einer Funktion als Vektorfeld

2.2.3 Dynamische Darstellung durch Einbeziehung der Zeit

Die Zeit ist als Parameter einer Darstellung ebenfalls von grofler intuitiver N&he.
Gegeniiber dem Raum als Darstellungsbereich ist vor allem ihre strenge natiirliche
Anordnungsrelation hervorzuheben: Das ‘Friiher’ und das ‘Spéter’ werden in grofiter
Weise verschieden wahrgenommen. Die M6glichkeit der dynamischen Darstellung ist
das Privileg der elektronischen Medien, und es braucht wohl kaum betont zu werden,
dafl eine solche im Vergleich zu statischer Darstellung erheblich stiirkere Aufmerk-
samkeit erregen kann. Schon deshalb verdient die Zeit eine Wiirdigung als Qualitét
jenseits der des bloflen Parameters. Es unterbindet die Einbeziehung der Zeit als
Darstellungsparameter so in der Regel eine Interaktivitdt zwischen Darstellung und
Beobachter.?? Diese Interaktivitit (bezogen auf den Beobachter in der Didaktik
‘Selbsttitigkeit’ genannt3?) ist aber gerade eine entscheidende Bedingung fiir das
Erfolgen eines Lernprozesses jenseits blofler Informationsaufnahme. Insofern sollten
(nicht nur) im Rahmen interaktiver Darstellungen Animationen mit Riicksicht auf
die funktionale Flexibilitit der Darstellung und dem Einbinden der Aktivititen des
Beobachters duflerst vorsichtig eingesetzt werden. Fiir die Darstellung komplexer
Funktionen ergibt sich dariiber hinaus erneut das Problem, daf die Abbildung ei-
nes Parameters auf die Zeit diesen gegeniiber den iibrigen stark hervorheben - und
damit isolieren - wiirde.

2.2.4 Farbe als Darstellungsdimension

Farbe ist ebenfalls eine &uflerst intuitive visuelle Wahrnehmungsgréfie. Die Bin-
dung von Information an Farben wird so auch im Alltag vielfach vorgenommen. In
Karten beispielsweise werden verschiedene Bereiche farblich unterschieden, wobei
sowohl kontrastierende Farben (thematische Karten) als auch die fiir unsere Zwecke
interessanteren Farbverlidufe (physische Landkarten) zur Darstellung eingesetzt wer-
den.

29Einen solchen Interaktionsverlust bewegter Bilder stellt man nicht nur - in extremer Weise
- vor dem Fernseher fest, wo man nur wenige Wahlmoglichkeiten bei der Informationsbeschaf-
fung hat, sondern auch bei Computerprogrammen, die anstelle von Echtzeitgraphik vorberechnete
Animationen verwenden.

30Vgl. z.B. [Fiihrer 1997] S. 46-70, [Wagenschein 1999] S.33/34 [Meyer, Jank 1991] S. 298fF.
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Vor allem das Vorhandensein der farblichen Darstellungsmoglichkeit in nahezu je-
der Computer-Monitor-Einheit macht eine Verwendung von Farbe als Parameter in
diesem Rahmen attraktiv. Es ist dabei zu beachten, daf eine Farbe physiologisch
gesehen selbst als dreidimensionales Gebilde betrachtet werden muf}: Beispielsweise
kann in additiver Farbmischung ein beliebiger Farbton erst durch die Mischung der
Basisfarben rot, griin und blau - in verschiedenen Intensitéiten - erreicht werden
(RGB-Modell).3! Alternativ ist z.B. auch die sogenannte HSB-Farbdarstellung an-
hand der Parameter Farbwinkel im Farbenkreis (Hue), Farbséttigung (Saturation)
und Helligkeit (Brightness) moglich.

Mit dem RGB-Modell ist nun zwar ebenfalls eine Anordnungsrelation innerhalb
der einzelnen Basisfarben gegeben, allerdings erkennt der im subtraktiven Farbmo-
dell geschulte Mensch diese in der Regel nur schwer. Greift man allerdings aus der
Lebenswelt bekannte eindimensionale Anordnungsmuster wie z.B. Helligkeit, Farb-
temperatur (z.B. bei Wetterkarten) oder das Mischungsverhiltnis in einem Farb-
iibergang zwischen zwei Farben heraus, so werden diese intuitiv erkannt.

2.2.5 Fazit

Die Vielzahl der Darstellungsmoglichkeiten scheint zunéchst keine eindeutige Bevor-
zugung zu erlauben. Wie wir gesehen haben, 148t sich die Darstellungsart nicht vollig
von der Intention der Darstellung abkoppeln. Wenn man nun das Ziel eines mog-
lichst flexiblen Visualisierungsprogrammes weiterhin im Auge behilt, erscheint es
sinnvoll, in diesem Programm mehrere Darstellungsmoglichkeiten anzubieten. Auch
im Hinblick auf einen praktischen Vergleich der Darstellungen, der damit ermdglicht
wird, ist dieses Vorgehen ertragreich.

b ektorientierte Programmierung eines Funk-
tionenplotters in ava

1 infiihrung

Mit den im vorangehenden Kapitel beschlossenen Voruntersuchungen sind wir nun
in der Lage, eine ausfiihrliche Spezifikation fiir ein Programm zur Darstellung von
komplexen Funktionen zu erstellen. Das Hauptmerkmal des Programmes soll dabei
die Flexibilitdt sowohl in Bezug auf den Einsatz wie auf die Programmierung von
Erweiterungen sein. Die entwicklungstechnische Erweiterbarkeit wird im allgemei-
nen durch das Paradigma der objektorientierten Programmentwicklung gesichert,
indem das Programm nicht als monolithischer Block, sondern mehr als Sammlung
von interagierenden, weitgehend unabhingigen Objekten implementiert wird. Es
wire also eher angebracht, von der Entwicklung eines Baukastensystems (‘Frame-
work’) als allein von der Erstellung eines lauffihigen Programmes zu sprechen.

Die Entwicklung der einzelnen Komponenten fiir den Funktionenplotter soll und
kann sich nun allerdings nicht an das Prinzip der beliebigen Erweiterbarkeit halten,
sondern es werden - wie im Rahmen fortgeschrittener objektorientierter Programm-
entwicklung iiblich - zu Beginn feste Schnittstellen und Abhingigkeiten definiert,
iiber welche die einzelnen Komponenten miteinander in Verbindung stehen. Auf die-
se Weise 1483t sich die wichtigste Aufgabe der Spezifikation benennen: Die Trennung
von konstanter und verénderlicher Struktur.3? Flexibel soll dabei unsere Anwendung

31Diese - physikalisch gesehen - seltsam anmutende Tatsache erklirt sich dadurch, daf das
menschliche Auge rot (am unteren Rand des sichtbaren Spektrums), blau (am oberen Rand) und
griin (in der Mitte) durch separate Zipfchenarten in der Retina wahrnimmt und aus diesen Ein-
zelfarbreizen im Gehirn den Gesamtfarbeindruck rekonstruiert. Vgl. [Vogel 1995] S. 576-579, 1228-
1230.

32[Eckel 1998] nennt dies die Festlegung des ‘Gradienten der Veréinderung’ (‘Vector of Change’).
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auf die Erweiterung um neue Ansichtskomponenten einerseits und auf die Implemen-
tation zusétzlicher mathematischer Funktionen andererseits reagieren. Konservativ
soll dagegen der Mechanismus der Funktionsberechnung gehalten werden, was zur
Folge hat, dafl Optimierungen hinsichtlich der Berechnungszeit mehr auf die ma-
thematische Ebene verlagert werden miissen.

Zur Beschreibung der Implementation greife ich auf das sich mittlerweile in der In-
formatik verbreitende, von der Implementationssprache unabhéngige Darstellungs-
mittel des ‘Entwicklungsmusters’ zuriick.** Nach den in dem niichsten Unterkapitel
behandelten implementationspraktischen Aspekten mdochte ich zunichst die Spezi-
fikation und den dadurch festgelegten Grundaufbau vorstellen. Im darauf folgenden
Unterkapitel sollen dann ausgewiahlte Objekte in ihrer spezifizierten Funktion sowie
Aspekte ihrer Implementation besprochen werden (der vollstéindige Quellcode der
Komponenten befindet sich im Anhang) und einige Anwendungsbeispiele illustrativ
angefiihrt werden.

.2 raktische orii erlegungen
3.2.1 Zu Java als Implementationssprache

Da# fiir die Implementation des Funktionenplotters die Programmiersprache Java
gewahlt wird, hat vor allem zwei Griinde:

1. Die Programmiersprache ist plattformunabhiingig,>* damit entfallen Betrach-
tungen beziiglich der zu wéhlenden Hardware und des zu wihlenden Betriebs-
systems ebenso wie eine Auswahl einer Graphikbibliothek (s.u.). Alle diese
Uberlegungen miiiten bei jeder anderen Implementationssprache vorgenom-
men werden. Die Plattformunabhiingigkeit hat auch zur Folge, dafl das Pro-
gramm in eine WWW-Seite eingebettet, und ohne Installation direkt aus dem
Internet heraus aufgerufen werden kann.

2. Die Programmiersprache verfiigt {iber eine weitgeficherte Standardbibliothek,
die vor allem im graphischen Bereich duflerst komfortabel ist. Sie bietet zwar
keine mathematische Funktionalitét, die die elementaren Berechnungsmoglich-
keiten reeller Zahlen iiberschreitet, so dafy die Objekte fiir komplexe Zahlen,
Polynome etc. selbst implementiert werden miissen. Dies ist jedoch bei den
meisten ‘Allzweck’-Programmiersprachen der Fall.

3.2.2 Benutzte Programme und ilfsmittel

Fiir die Entwicklung dieser Arbeit wurden ausschliefilich Programme benutzt, die
nach einem standardisierten Verfahren arbeiten und/oder frei erhéltlich sind. Der
Funktionenplotter lduft auf dem JDK 1.2.x von Sun mit der dreidimensionalen
Graphik-Erweiterung Java 3D3°. Als Entwicklungsumgebung wurde GNU Linux
unter 11 mit Emacs®® als Editor verwendet. Die benutzte Versionierungssoftwa-
re ist GNU CVS?? (Concurrent Versions System). Graphiken wurden entweder mit
dem Vektorzeichenprogramm xfig®® erstellt oder mit Gimp®® (GNU Image Mani-

331ch halte mich dabei an das in [Buschmann et al.] vorgenommene Schema.

34Dies ist sie nicht nur im technischen Sinne, sondern durch das laufende Verfahren zur Aner-
kennung als ‘Publicly Available Specification’ durch die ISO bald auch im konomischen Sinne.
Vgl.

35[Sun 1999b)]
36

37
38
39
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pulation Programm). Die Darstellung der Klassendiagramme erfolgt in UML 1.14°
(Unified Modeling Language, einer durch die OMG standardisierten Darstellungs-
sprache von objektorientierten Modellen).

Die ro struktur es Funktionenplotters

Da gemifl dem Fazit in Unterkapitel 2.2 mehrere Darstellungsarten fiir eine spe-
zielle Funktion moglich sein sollen, wird die Gesamtarchitektur des Programmes
nach dem Model-View-Controller-Muster (MVC) entworfen.*! Dieses spaltet eine
interaktive Anwendung in drei Komponenten auf: Das Modell enthilt die Daten
und die Funktionalitit zu ihrer Generierung, die Ansichten (Views) implementie-
ren allein die graphische Darstellung dieser Daten, und das Kontrollelement nimmt
Benutzereingaben entgegen und vermittelt zwischen Datenmodell und Ansicht. Das
Programm soll im groben wie folgt ablaufen:

1. Der Benutzer gibt in einem Textfeld der Kontrollkomponente eine Funktion
f(2) als Zeichenkette ein. Anhand dieser Zeichenkette wird durch einen Mini-
Compiler ein Operationsbaum erstellt.

2. Der Operationsbaum nimmt daraufhin fiir einen ebenfalls eingegebenen Wer-
tebereich (ein achsenparalleles Koordinatennetz aus C) die Berechnung vor
und legt die Funktionswerte in einem zweidimensionalen Feld ab.

3. Das Feld wird an das Kontrollelement iibergeben. Dieses ruft dann die aus-
gewihlte Ansicht auf und iibergibt ihr iiber eine standardisierte Schnittstelle
die Daten.

4. In der vom Betriebssystem aufgerufenen paint -Methode (die die Graphik-
komponente auffordert, sich auf den Bildschirm zu zeichnen) regelt die Ansicht
die spezifische Darstellung der Funktionswerte.

5. Fiir bereits errechnete Daten kénnen weitere Ansichten ohne Neuberechnung
gedfinet werden. Eine einmal generierte Ansicht ist danach im wesentlichen
vom Kontrollelement und dem Modell mit seinen Datenbestédnden unabhéngig.

Will man nun auf die Implementationsebene iibergehen, so stellt sich die Frage,
ob die drei (logischen) Komponenten dort direkt durch einzelne Objekte reprisen-
tiert werden sollen, oder ob ihre Funktionalitit durch ein Java-Paket (package)
zu biindeln ist. Ich entscheide mich angesichts der zu erwartenden geringen Funk-
tionalitidt beim Controller fiir eine einzelne Klasse (die aufgrund der praktischen
Verwendbarkeit die Applet-Klasse erweitert, aber gleichzeitig iiber eine main -
Methode verfiigt, um als Applikation ausgefiihrt werden zu kénnen) und nenne diese
CApplet. Der Berechnungs- und Datenerzeugungsbereich soll der Spezifikation nach
beliebige eingegebene Zeichenketten in entsprechende Funktionsberechnungen um-
wandeln und verfiigt so iiber einen gréfleren Funktionalitdtsumfang, weshalb ihm
ein eigenes Paket mit Namen calc zugewiesen wird. Die Ansichten sind ohnehin
mehrere Objekte, sie werden in dem Paket show zusammengefaflt. Die Kontroll-
einheit ist in ihrer Spezifikation recht einfach: Sie nimmt die Benutzerkommandos
entgegen und i{ibernimmt die Verbindung zwischen der Berechnung und der An-
zeige. Wir beschiiftigen uns daher in den folgenden Unterkapiten lediglich mit der
funktionalen Differenzierung innerhalb der Pakete calc und show.

40 . Vgl. [Fowler, Scott 1998]
41ygl. [Buschmann et al.] S. 124 fF.
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Model View

package cal c package show

CAppl et

Controller
Grobstruktur des Funktionenplotters

3.3.1 Zum Implementationsproze

Das Produkt einer Entwicklung kann nur so gut sein wie der Prozef der Entwicklung
es zuldfit. Deshalb wird bei der Erstellung von Software dem Entwicklungsprozef3
zunehmend mehr Beachtung zugewandt, was sich z.B. in der stark ansteigenden
Anzahl von ‘Methoden’-Biichern niederschliigt. Ich méchte hier die Entwicklungs-
schritte des Funktionenplotters soweit kurz skizzieren, wie dies in den folgenden
Unterkapiteln nicht schon durch die Beschreibung der Programmstruktur geschieht.
Der objektorientierte Entwicklungsproze8 verliuft ink e ene und ie ai .*? In-
krementell, weil er durch stetes Hinzufiigen von Objekten bzw. Methoden zu Objek-
ten gekennzeichnet ist; iterativ, weil jedes Objekt wihrend und nach der Fertigstel-
lung einer Anzahl von Tests auf Spezifikationstreue unterworfen werden muf.*3 So
beginne ich mit dem ‘konservativen’ Teil, der Berechnungseinheit, deren Kern die
Klasse calc.Complex darstellt. Nach der Implementation der elementaren Rechen-
methoden fiir diese Klasse wird der Miniatur-Compiler ExprParser (s.u.) mit dem
dazugehorigen Operationsbaum erstellt. Nachdem dieser symbolische Ausdriicke in
der gewiinschten Grammatik (die iiber die Kommandozeile iibergeben werden) ver-
arbeitet und in einen Operationsbaum umsetzt, erstelle ich ein Kontrollelement mit
minimaler Funktionalitdt und beginne mit der graphischen Darstellungseinheit. In
dieser wird zunichst die Grundschnittstelle implementiert; dann wird eine moglichst
einfache und lauffihige Darstellung programmiert (eine Abbildung als Vektorfeld),
wodurch erstmalig Berechnungs- und Darstellungsgeschwindigkeit des Programmes
praktisch ausgelotet und verglichen werden konnen. Es stellt sich dabei heraus,
dafl die Berechnung gegeniiber der Darstellung sehr schnell ist (z.B. dauert die Be-
rechnung von exp(1l z) fiir 250000 Werte wenig mehr als 6 Sekunden, was einer
durchschnittliche Berechnungsdauer von ca. 0.000024 s entspricht). Dieses Faktum

42vgl. z.B. [Fowler, Scott 1998] S. 27-52

43Getreu dem Grundsatz, daB die Hilfte des Programm-Codes Test-Routinen ausmachen sollen
([Fowler, Scott 1998] S. 41), ist nicht nur nahezu jedem gréBeren Objekt eine Test-Methode beige-
fiigt, die wesentliche Funktionalitét tiberpriift, sondern es werden auch innerhalb einzelner Metho-
den Zustandsmeldungen ausgegeben. Ich habe die meisten dieser Meldungen jedoch aus Griinden
der Geschwindigkeitsoptimierung und der Ubersichtlichkeit im Quelltext auskommentiert.
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wiederum erlaubt iiberhaupt erst die Berechnung von aufwendigeren Funktionen (s.
Kapitel 4), zunéchst aber miissen weitere Graphikdarstellungen implementiert wer-
den. Dabei und in der weiteren Folge wird durch die Implementation teilweise der
flexible Teil der Spezifikation verédndert, teilweise wird er durch zusétzliche Funktio-
nalitit erweitert. Die Beschreibung der einzelnen Klassen im n#chsten Unterkapitel
ist also lediglich eine sequentielle Auflistung von statischen Endresultaten, die be-
ziiglich ihrer dynamischen, nichtlinearen Entwicklungsgeschichte ein wenig in die
Trre fiihrt.

. Das erechnungspaket
3.4.1 Einfiihrung

Das Berechnungspaket ist, wie bereits erwihnt, fiir die Verarbeitung der eingege-
benen Funktion und die Berechnung der Funktionswerte zustindig. Dabei besteht
seine Hauptaufgabe darin, die vom Benutzer entgegengenommene Zeichenkette nach
Art eines Miniatur-Compilers in einen Berechnungsbaum umzuwandeln. Aus dieser
Perspektive betrachtet, kann also der Benutzer in einer begrenzten formalen Sprache
(ndmlich der der Arithmetik inklusive elementarer Funktionen) eine Berechnungs-
vorschrift programmieren, nach der fiir einen beliebigen (netzformigen) Definiti-
onsbereich die Berechnung vorgenommen wird. Da die Arithmetik sich funktional
formulieren 148t (z.B. die Addition als Funktion +: C €  C), reicht es aus, zur
Synthese der Rechenvorschrift einen Baum aus Funktionen zu konstruieren, deren
Knoten derart verbunden sind, daf} die Ausgabekanile der Kinderknoten die Einga-
bekanile des zugehorigen Elternknotens bilden. Bei der Berechnung selbst werden
die Daten als Strom betrachtet, der an den Bléttern beginnt und im Zuge der Be-
rechnung zur Wurzel fliefit (die dann das Ergebnis enthilt). Das der Berechnungs-
architektur zugrundeliegende Entwurfsmuster ist das vor allem in der UNI -Welt
bekannte ‘Pipes-and-Filters’-Muster.*

44vgl. [Buschmann et al.] S. 54ff. Das Entwurfsmuster geniigt dabei auch der oben geforderten
Erweiterbarkeit in Bezug auf Implementation weiterer Operationen.

20



3.4.2 Der Miniatur-Compiler ExprParser

Im Rahmen der Spezifikation soll der Miniatur-Compiler die aus den ‘elementaren’
Funktionen unter Verwendung der gebrduchlichen arithmetischen Symbole hervor-
gehende Funktionsmenge verarbeiten konnen. Er mufl damit zunéchst die folgende
(in EBNF-Form gegebene) kontextfreie Grammatik verarbeiten konnen:*

Dabei stehen die Terminale ‘s’ fiir die Sinus-, ‘c’ fiir die Cosinus- und ‘e’ fiir die
Exponentialfunktion. stellt ein Numeral (eine FlieBkommazahl oder ’i’) dar,
das ein undres Minus enthalten kann.

Das Objekt, das fiir die Generierung des Berechnungsbaumes zusténdig ist, ist Ex
prParser. Da die zu verarbeitende Grammatik relativ simpel ist, wird in diesem
Objekt die gesamte Analyse des Eingabetextes und die Synthese der zugehdrigen
Operationen durchgefiihrt. Die Funktionalitdt des Scanners bzw. Lexers erledigt die
Methode et o en ,die das nichst angeforderte Token und seinen Typ in Objekt-
variablen ablegt. Die Nonterminale haben ihre Entsprechungen in gleichnamigen
Methoden (expr , act ,etc.), die den Startausdruck expr durch rekursiven
Abstieg vermittels der Produktionen P in Terminale auflésen. Der Riickgabewert der
Nonterminal-Methoden ist vom Typ BaseCalc, welche die (abstrakte) Basisklasse
aller Operationsknoten darstellt (s.u.). Der Parsing- und Kompilationsvorgang wird
durch den Aufruf des Konstruktors ExprParser Strin input in Gang gebracht,
die Methode et peration ree liefert schliellich die Wurzel des konstruierten
Operationsbaumes.

3.4.3 Der Berechnungsbaum: BaseCalc und ihre nterklassen

Der von ExprParser konstruierte Berechnungsbaum besteht ausschlielich aus Kno-
ten, die von der Klasse BaseCalc abgeleitet worden sind. Thre Namen reflektieren
die ihnen zugehorigen Operationen: AddCalc, Su tractCalc, umeralCalc etc. Die
Klasse BaseCalc dient einerseits als Schnittstelle ihrer Unterklassen, andererseits
implementiert sie die diesen allen gemeinsame Funktionalitdt. Sie wird daher als
a stract deklariert. Da der Quelltext der Klasse exemplarisch die Struktur und
(in der main -Methode) das dynamische Verhalten des Berechnungsbaumes klar
macht, sei er hier aufgelistet:

45Zum Compilerbau [Gumm, Sommer 1998] S. 535-559. Zu kontextfreien Grammatiken:
[Wirtz 1998] S. 178-194.
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ausgelesen.
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3.4.4 Grundfunktionalitit komplexer Zahlen: Complex

Da die Java-Bibliothek keine Klasse fiir komplexe Zahlen beinhaltet und eine Re-
cherche im Internet kein Au nden eines befriedigenden Drittanbieter-Paketes ergab,
muflte die Complex-Klasse als Reprisentation komplexer Zahlen und ihrer Rechen-
operationen von mir selbst erstellt werden. Sie ist die allen Berechnungen zugrun-
deliegende Klasse. Da Java (im Gegensatz zu z.B. C++) kein Uberladen von Ope-
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Die Graphische Benutzerschnittstelle von

ratoren erlaubt, konnen Objekte dieser Klasse allerdings nicht mit der Einfachheit
von primitiven Datentypen (wie etwa dou le) verwendet werden. Arithmetische
Operationen beispielsweise miissen entweder als Instanzmethoden oder als statische
Methoden implementiert werden. Zudem muf} ebenfalls im Unterschied zu den pri-
mitiven Datentypen beachtet werden, dafl Objekte in Java stets als Referenz iiber-
geben werden, was im weiteren diverse Kopieroperationen notwendig macht. Um
den Objektstatus einer komplexen Zahl mgglichst transparent zu halten, werden in
der weiteren Verwendung von Berechnungen die zun&chst statischen Methodenauf-
rufe gegeniiber Instanzmethodenaufrufen bevorzugt, auch wenn das Erzeugen eines
neuen Objektes in Java natiirlich ein (zeit-)aufwendigerer Akt ist als das Andern
von Instanzvariablen.*®

3.4.5 Durchfithrung und Organisation der Berechnung: DoCalc

Die Klasse DoCalc iibernimmt die eigentliche Berechnung der Funktionswerte und
stellt gleichzeitig die Schnittstelle nach aulen (in unserem Fall zu CApplet) dar.
Sie nimmt die Eingabe des Benutzers entgegen, fiihrt dabei in preparse eini-
ge Vereinfachungen durch (z.B. die Abbildung auf Kleinbuchstaben, Ersetzung von
‘exp’ durch ‘e’ etc.) und erzeugt ein ExprParser-Objekt; diesem wird daraufhin
der Berechnungsbaum bzw. eine Referenz auf seine Wurzel entnommmen sowie ein
Vector, in dem die Objekte vom Typ Varia leCalc,also die Platzhalter fiir die ma-
thematische Variable z, enthalten sind. Die Berechnung lduft nun derart ab, daf} das
durch den Benutzer angegebene n ~ -Netz (das CApplet iiber DoCalc.set an e
und DoCalc.setSteps propagiert) hindurchiteriert wird und die jeweiligen kom-
plexen Werte in diesen Platzhaltern eingesetzt werden. Die Ergebnisse werden in
einem zweidimensionalen Complex n m -Array abgelegt und per etValues an
CApplet abgegeben.

. Das Darstellungspaket
3.5.1 berblick und Basisklasse: ComplexDiplay

Nachdem die vom Benutzer eingegebene Funktion im calc-Paket in eine maschinel-
le Berechnungsvorschrift umgesetzt worden ist und die Werte der Funktion gemif
dieser Vorschrift errechnet worden ist, iibergibt der Controller (also das CApplet-
Objekt) das Werte-Feld an die Darstellungseinheit, die durch das show-Paket or-
ganisiert wird. Konkret iibergibt er den Funktionswertevorrat (nebst zugehorigem
Definitionsbereich) iiber die Schnittstelle der abstrakten Klasse ComplexDisplay.
Eine mogliche Darstellung mufl dann in einer von dieser abgeleiteten Klasse reali-
siert werden. Um zu demonstrieren, dal mit dieser Basisklasse nur die elementaren
Eigenschaften einer Darstellung (im Rahmen der gewihlten Grundfunktionalitit,

46 Anders als in C  konnen temporire Objekte in Java nicht auf einem im Zwischenspeicher
befindlichen Kellerspeicher (Stack) erzeugt werden, sondern werden direkt auf den ‘Object-Heap’
im Hauptspeicher geschoben. Dadurch ergibt sich nach [Roulo 1998] ein Geschwindigkeitsunter-
schied von Faktor 10 gegeniiber C . Methodenaufrufe und Variablenzugriffe sind dagegen in
beiden Sprachen fast gleich schnell.
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nimlich der graphischen Darstellung der Funktionswerte iiber einer rechteckftrmi-
gen Teilmenge von C) spezifiziert wurden und um die Orientierung im show-Paket
zu vereinfachen, sei der Quelltext dieser Klasse hier angefiihrt:

pac a e show

import ava.awt.
import ava.awt.event.

eneralizes wunctionality or raphically representin complex
unctions

pu lic a stract class ComplexDisplay extends Container

sets the calculated values that need to e displayed
pu lic a stract void setValues calc.Complex inValues

sets the ran es each as a two element array containin min and
max value or oth real and ima inary direction
pu lic a stract void set an e dou le real an e dou le 1ima an e

Wir betrachten im folgenden die Ableitungen dieser Basisklasse. Die Implemen-

tationen sind dabei einerseits als exemplarische Realisierungen der im 2. Kapitel
untersuchten Darstellungsmoglichkeiten zu verstehen. Andererseits werden sie ihre
rein praktische Daseinsberechtigung - zumindest teilweise - in der im 4. Kapitel er-
moglichten visuellen Analyse der Riemannschen (-Funktion beweisen miissen.
Im Sinne der oben angestrebten Einbindung der Selbsttitigkeit des Benutzers beim
Darstellungsprozef verfiigen die Implementationen allesamt {iber interaktive Muster
zur weiteren Informationsaneignung {iber die Betrachtungszeit. Diese interaktiven
Erweiterungen werden im Anschluf an die Beschreibung der einzelnen Klassen unter
den ihnen gemeinsamen Gesichtspunkten besprochen.

3.5.2 Darstellung in einem zweidimensionalen Feld: Field2DDisplay

Die abstrakte Klasse Field2DDisplay bildet den Grundstock fiir alle Darstellun-
gen, die den rechteckigen Definitionsbereich in einem (beliebig groien und propor-
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Darstellung von e (1 z) mittels

tionierten) Rechteck auf dem Bildschirm darstellen. Auf die von der Graphikver-
waltung zugewiesene Bildschirmfliche wird dabei mittels einer a nen Streckung
mit unterschiedlichem Skalierungsfaktoren in z- und -Richtung der ausgew&hlte
Wertebereich paBgenau abgebildet.*” Ist die physikalische Auflésung grofer, als die
ausgewihlte Wertdichte (was sinnvollerweise der Fall sein sollte), entstehen so auf
dem Bildschirm mehrere Pixel grofie Zellen, die einem bestimmten Wert aus dem
Definitionsbereich zugeordnet sind. Diese Zelle wird dann anhand des Funktionswer-
tes zu diesem Definitionswert*® gekennzeichnet. Wie diese Kennzeichnung innerhalb
der Zelle geschieht, unterliegt der abgeleiteten Klasse: In VectorFieldDisplay wird
(wie in 2.2.2 dargelegt) die ‘Richtung’ durch einen Strich angezeigt, in Altitude
Display wird dagegen die Zelle gemif} einem Algorithmus eingefirbt (s.u.).

3.5.3 Darstellung als Vektorfeld: VectorFieldDisplay

Diese Klasse implementiert gegeniiber ihrer Oberklasse lediglich das Zeichnen eines
Striches in ‘Richtung’ des zu der Zelle gehorigen Funktionswertes. Sie verdankt ihre
Existenz im wesentlichen entstehungshistorischen Griinden und der experimentellen
Uberpriifbarkeit der in 2.2.2 aufgestellten These, dal die Darstellung einer komple-
xen Funktion als Vektorfeld einen eher geringen anschaulichen Fortschritt bewirkt.

4"Das Java 2D API erlaubt die interne a ne Transformation einer Graphik, wodurch eine Tren-
nung von Koordinatenberechnung und Zeichenvorgang begiinstigt wird. Vgl. [Sun 1999].

48Genauer genommen handelt es sich bei diesem ‘Wert’ natiirlich erneut um das Abbild eines
rechteckigen Bereiches der komplexen Zahlenebene, ich approximiere aber die Funktionswerte des
Bereichs durch den Funktionswert des Rechteckschwerpunktes.
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3.5.4 Darstellung als O8hendiagramm: AltitudeDisplay

Diese Klasse ist fiir die Darstellung (gemif den Betrachtungen in 2.2.4) der ‘analy-
tischen Landschaft’ als Hohendiagramm zustéindig. Als Farbiibergang soll zunéchst
der zwischen Schwarz und Weif} in 255 Stufen gewihlt werden. Die Aufteilung der
Helligkeitsstufen erweisen sich dabei zunéchst als Problem: Verwendet man - wie
bei Hohenkarten oft iiblich - eine dquidistante Progression, so kann es passieren, daf}
die Graphik im wesentlichen aus einer einzigen Farbe besteht. Dies ist vor allem bei
im untersuchten Bereich betragsmifig stark anwachsenden Funktionen (wie etwa
der Exponentialfunktion) der Fall. Universelle Abhilfe leistet allein eine dynamische,
werteabhingige Farbbalancierung. Eine sinnvolle Spezifikation wire, die Untertei-
lung des aktuellen Wertevorrats*® in gleichgrofie Partitionen und die Zuweisung
einer gemeinsamen Farbe fiir alle Elemente einer Partition zu fordern. Die Imple-
mentation realisiert dies durch einen Algorithmus, der zunichst die Funktionswerte
sortiert und diese dann partitioniert, indem er dem sortierten Feld sortedValues
in festen Abstinden Werte entnimmt, die er als Intervallgrenzen der Partitionen de-
finiert und in einem neuen Feld, valuesForColor ablegt. Beim Zeichenprozef
wird dann der einzelne Funktionswert mit den Elementen dieses Feldes in aufstei-
gender Reihenfolge verglichen, bis er kleiner als das ausgewihlte Element ist. Der
Index des Elements innerhalb des Feldes valuesForColor wird dann als Grau-
stufe beim Ausfiillen der Zelle verwendet.®°

49Hier und in der Folge wird der sprachlichen Einfachheit halber von ‘Funktionswerten’ anstelle
von ‘Funktionswertbetrdgen bzw. ‘Funktionswertbetrags uadraten’ gesprochen.
501st der Wert aufgrund einer Bereichsiiberschreitung oder der Division durch Null vom Wert
(not a number), so erhilt die Zelle die Farbe griin.
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3.5.5 Darstellung im dreidimensionalen Raum: Canvas3DDisplay

Es soll trotz der in 2.2.1 geduferten Nachteile auch eine echt dreidimensionale Dar-
stellung im Raum implementiert werden. Die Griinde dafiir liegen vor allem in der
Zukunftsfihigkeit dieser Art der Darstellung und in dem gegenwirtigen Vorhan-
densein einer leistungsstarken 3D-Visualisierungsbibliothek fiir Java: das Java 3D
APL5! Diese in vielerlei Hinsicht an das Konzept von VRML32 angelehnte Biblio-
thek arbeitet allein mit logischen Koordinaten und iibernimmt die Berechnung der
Perspektive sowie das Rendering der Objekte. Die einzelnen Objekte (zu denen
auch der Beobachter zihlt) werden als Bliitter in einem Baum eingehéingt. Den dar-
iiberliegenden Knoten werden a ne Transformationen zugeordnet, wodurch sich die
Anordnung der Objekte im Raum ergibt. In diesem Fall bedeutet das: Die errech-
nete Funktion wird zunéchst als Drahtgittermodell durch die Klasse ValueShape
konstruiert. Dabei wird der Funktionswert zu einem Definitionswert mit den Funk-
tionswerten von dessen vier Nachbarn im Definitionsbereichsnetz durch eine Linie
verbunden. Das fertige Objekt wird daraufhin in Canvas3DDisplay in den inhaltli-
chen Ast des Szenegraphen eingebaut. Der Beobachtungsast (die ViewBranchGroup)
wird demgegeniiber (durch eine Transformation von der Wurzel aus) rdumlich nach
hinten verschoben und leicht (um 1z) gedreht, so daf§ der Beobachter aus geringer
Entfernung auf die Funktionsdarstellung blickt. Ein Problem stellt nun die ‘Hohe’
der Landschaft dar: Will man den hochsten Punkt der Funktion mit in die Darstel-
lung einbeziehen, so muf man eine hinreichend grofie Entfernung vorwéhlen. Bei
dieser Entfernung kénnen aber bereits wieder die Details in einem anderen Bereich
aus der Sicht verschwinden. Eine Moglichkeit der Losung bestiinde nun - wie in
Abbildung 1 gezeigt - den Wertebereich oberhalb einer bestimmten Grenze einfach
‘abzuschneiden’, ich will jedoch in 3.5.7 einer flexibleren Losung nachgehen.

3.5.6 Darstellung als transformiertes Netz: GridDisplay

Die Darstellung einer Funktion durch ein transformiertes Koordinatennetz wird auf
eine dhnliche Weise durchgefiihrt wie die des zweidimensionalen Feldes in Fie1d2D
Display. Vom Gesichtspunkt der Implementation gibt es also wenig neues hinzu-
zufiigen. Geometrisch unterscheidet sich die Darstellung des transformierten Netzes
aber: Die Abmessungen des Graphen sind nicht wie in den anderen zweidimensio-
nalen Darstellungen durch den Definitionsbereich vorgegeben, sondern durch den
errechneten Wertebereich der Funktion. Es stellt sich also &hnlich wie in 3.5.3 und
3.5.5 das Problem, dafl von einem Graphen hiufig entweder ein Teil aulerhalb der
betrachteten Fliche liegt oder aber ein Grof3teil des Netzes in einen jenseits der
Auflésung befindlich kleinen Bereich abgebildet wird.

3.5.7 Verbesserung der Darstellungen durch Interaktivitit

Will man die Probleme in den einzelnen Unterklassen von ComplexDisplay zu-
sammenfassen, so ergibt sich folgender Mifistand: Die unvorhersehbare Streuung
der Funktionswerte erlaubt keine konstante, einheitliche Betrachtungsweise. Das
Problem 48t sich natiirlich durch eine monotone nichtlineare Transformation der
Funktionswerte beheben, wie dies in 3.5.4 geschieht. Allerdings wird dadurch die In-
formation der absoluten Werte zugunsten der reinen Anordnungsrelation zwischen

51Die Funktionalitiit dieses Pakets kann hier ebenso nur marginal erklirt werden wie seine Ver-
wendung. Eine genaue Spezifikation mit Beispielen findet sich in [Sun 1999b].
52Vgl. z.B. [Schliiter 1998].
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ihnen eliminiert.>® Allgemein betrachtet, stehen die Darstellung des Ganzen und
die Darstellung des Details in einem komplementéren Verhiltnis. Thre scheinbar wi-
derspriichlichen Anforderungen lassen sich damit allein durch die Abbildung des
Darstellungsprozesses auf die Zeit aufheben. Dies soll allerdings nach den Uberle-
gungen in 2.2.3 nicht durch Animation, sondern durch Interaktion mit dem Benut-
zer geschehen. Erlaubt man nidmlich dem Benutzer, den Abbildungsmafistab und
seine Perspektive zu wandeln, so wird das Problem auf elegante Weise gelst. Dar-
iiber hinaus ist es in den zweidimensionalen Darstellung méglich, den Benutzer
iiber die Maus einzelne Koordinaten abfragen zu lassen. Dazu miissen die physi-
kalischen Mauskoordinaten durch das Inverse der Abbildungstransformation (des
Definitionsbereichs auf den Bildschirmbereich) in Werte aus dem Definitionsbereich
zuriickgerechnet und der zugehorige Funktionswert ausgerechnet werden.

Es werden somit an den einzelnen Komponenten die folgenden konkreten Erweite-
rungen vorgenommen:

Field2DDisplay

Die oben erwihnte Abfrage der Funktionswerte mit der Maus wird implemen-
tiert. Zunichst geschieht die Ausgabe iiber die Ermittlung des zum angew#hlten
Definitionsbereichswert gehorigen im Wertefeld gespeicherten Funktionswert. Da
diese Angabe aber durch die zum Zeitpunkt der Berechnung angegebene Schritt-
weite begrenzt und damit unndtig ungenau ist, wird in der Folge ein generelle-
res Verfahren gewihlt: Es wird eine Schnittstelle fiir ein ‘Proxy-Objekt’®* definiert
(calc.Calculator), iiber welche die Ansichtskomponente Zugriff auf das der Funk-
tionsberechnung zugehorige DoCalc-Objekt erhilt. Dies erlaubt damit die genaue
Zuordnung des Funktionswertes mit einer der physikalischen Auflésung entsprechen-
den Genauigkeit.
Da zuséitzlich zum Funktionswert auch die Richtung des Gradienten in der Auf-
sicht der analytischen Landschaft von Interesse sein diirfte (iiber ihn lassen sich
z.B. Sattelpunkte, ‘Rinnen’ und ‘Riicken’ aufspiiren), wird auch eine Mgglichkeit
implementiert, die Richtung des Gradienten experimentell zu bestimmen: ‘zieht’
man mit der Maus von einem bestimmten Punkt zy aus einen Kreis (mit zo
als Mittelpunkt) ‘auf’, so wird auf die Funktion ausgewertet und die Verbin-
dungslinie Zpz1 eingezeichnet, wobei z; in Richtung des maximalen Abstieges liegt:
|7 (z0)|—|f(z1)] =max ¢ (|f(20)] —|f(2)]). Wendet man dieses Verfahren iterativ
an, indem man stets am Endpunkt einer Linie einen neuen Kreis aufzieht, so appro-
ximiert man auf graphische Weise eine Gradientenlinie durch Sekanten und erhilt
bei hinreichend kleiner Schrittweite die Spur, die z.B. eine (trégheitslose) Kugel
beim Herunterrollen im ‘Funktionsgebirge’ hinterlassen wiirde.

Canvas3DDisplay

Im Falle einer dreidimensionalen Landschaft 148t sich das Problem der Skalierung
und Perspektivewahl iiber die Ermoglichung von Navigation durch den Benutzer
beheben.
Da das Java 3D API gerade fiir die Navigation in virtuellen dreidimensionalen Rau-
men vorgesehen ist, fillt die Implementation dieses Vorhabens nicht schwer: Es
miissen lediglich Steuerungsknopfe in der Benutzerschnittstelle integriert werden,
deren Betitigung die Anwendung entsprechender a ner Transformationen auf die
Beobachterposition zur Folge hat. So wird beispielsweise beim Driicken des ‘right’-
Knopfes eine Translation um 0.05 Einheiten auf den Beobachter angewandt, das

53Dije Farben im Hohendiagramm lassen sich natiirlich zusitzlich iiber eine Legende bestimm-
ten Wertebereichen zuordnen, so daf# zumindest auf kognitiver Ebene die Information iiber die
Absolutwerte zuginglich bleibt.

54Zum Proxy-Muster: [Buschmann et al.] S. 263ff.
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Driicken des ‘roll down’-Knopfes hat eine Rotation um die z-Achse um den Winkel
130 zur Folge. Dariiber hinaus muf} die rdumliche Représentation des Funktions-
graphen in der Gréfle skalierbar sein, da Definitionsbereich wie Wertebereich von
beliebiger Grofle sein konnen. Ich entscheide mich fiir die separate Aufnahme von
Steuerungselementen, deren Betiitigung eine Streckung, bei der alle Achsen um den-
selben Faktor gedehnt werden, bzw. eine Streckung nur in -Richtung (in der der
Funktionswert aufgetragen ist) bewirkt.

GridDisplay

Im Falle der Darstellung einer Funktion durch ein transformiertes Koordinaten-
netz ist ebenfalls die Navigation durch den Graphen ein wichtiges Hilfsmittel. Auch
hier nehme ich - analog zur dreidimensionalen Darstellung - Steuerungskomponenten
in die Ansicht mit auf, die eine Translation (‘Panning’) oder Skalierung (‘Zooming’)
des Graphen zur Folge haben.

Ausblick

Die Liste der interaktiven Erweiterungen kénnte noch um einiges fortgesetzt wer-
den (z.B. ‘Zooming  Panning’ in den 2D-Feld-Darstellungen), ich will mich aber
exemplarisch auf die vorgenommenen Implementationen beschrénken.
Was zeigt dieser Abschnitt? Erst durch das Einbauen interaktiver Elemente werden
die Darstellungen den Moglichkeiten elektronischer Medien gerecht. In der Fahig-
keit, mit dem Benutzer in einen tieferen Dialog zu treten, emanzipiert sich die Rolle
der elektronischen Medien von der der konventionellen. Statische Informationen wer-
den dagegen im allgemeinen durch gedruckte Medien flexibler und (aufgrund der
hoheren Auflésung von Druckern gegeniiber Monitoren) exakter dargestellt, was
z.B. durch das haufig praktizierte Ausdrucken von elektronischen Dokumenten be-
legt wird. Mit der Propagation elektronischer Darstellungen soll natiirlich nicht die
bislang notwendige Fahigkeit des menschlichen Geistes, die Statik in der Phantasie
zu dynamisieren, ausgebremst werden. Vielmehr entsteht m. E. durch die Ausnut-
zung der interaktiven Moglichkeiten elektronischer Medien ein Angebot, intuitive
Vorstellungen intersubjektiv sichtbar zu machen und sie damit zu kommunizieren.

erechnung der iemannschen -Funktion

In diesem Kapitel kommen wir auf das in Kapitel 1.1 angefiihrte Beispiel zuriick. Es
wird nun - zum einen, um die Erweiterbarkeit der Programmbibliotheksarchitektur
zu demonstrieren, zum anderen, um die konkreten Mittel fiir den in 1.1 beschriebe-
nen Analyseprozef bereitzustellen - die Darstellung der Riemannschen ¢(-Funktion
durch die Euler-MacLaurin-Summenformel hergeleitet und diese programmiertech-
nisch umgesetzt.

.1 Mathematische erleitung

Die folgende Herleitung entspricht dem Vorgehen von Rademacher 1973 ; eine Ein-
fiihrung zu der Euler-MacLaurin Summenformel findet sich aber in einer Vielzahl
von Lehrbiichern.?. Es wird zun#chst ausgehend von der Definition der Bernoulli-
Polynome ihre fundamentale Rekursionsformel hergeleitet und anhand dieser die
Euler-MacLaurin Summenformel durch iterierte partielle Integration konstruiert.
Genauere Abschitzungen zu den Bernoulli-Polynomen und -zahlen werden auf das
folgende Kapitel verschoben, dessen Thema die numerische Betrachtung ist.

5530 z.B. kiirzere in [Knopp 1996] S. 537-554, [Stoer 1993] S.122-125.
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4.1.1 Bernoullizahlen und -polynome

Die Bernoulli-Polynome wurden durch Jacob Bernoulli (1654-1705) zur einheitli-
chen Beschreibung von Summen des Typs ), _, n eingefiihrt. Dabei machte er
sich die summatorische Eigenschaft der Binomialkoe zienten zunutze:

De nition 1 De ino takoe ien ® 1§ u en o e e nie as












































































